Apellido 7 NOMDIES: ...iiiiiiiiiiiiiiiii e saryyees
DN Padrén: ......ccoooeviiiiieii, Codigo Asignatura: .............
Cursada. Cuatrimestre: .................. ANO: e Profesor: ......ccooocoeviiiiiiiiinin,
COITEO ClECHIOIIICO: tovviiiieiiie e e

Analisis Matematico III.

Examen Integrador. Primera fecha. 19 de marzo de 2021.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Calcular el valor principal de:

7 sen i
x(zx+1)(22+1)

Decidir si la integral impropia es convergente.

Ejercicio 2. Determinar el mayor dominio abierto D de convergencia de la serie

1 /1+z2\"
;E(l—z)

Explicar por qué

f(z):;%(itz)n

es holomorfa en D y dar una expresion de f(z) para todo z € D.

Ejercicio 3. Plantear el problema de la distribuciéon de la temperatura en estado
estacionario en la semifranja {(z,y) € R*: 0 <z < m,y > 0} con los lados verticales
perfectamente aislados y el lado inferior con temperatura f(z) en cada z € (0, ).
., Qué condicion adicional garantiza unicidad de solucién? Resolver el problema para
tal caso, bajo las hipdtesis necesarias sobre f.

Ejercicio 4. Resolver el siguiente problema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales:

Ug (2, 1) —ug (2, 6) =0 0<z <400, t>0

u(0,t)=0 t>0

u(x,0)=10q1)(z) 0<zr< oo

Ejercicio 5. Estudiar si las funciones f, g : (0,4+00) — R dadas por

2 2

flz)=sen(e”), g(z)=xe" sen(e®)

son o no de orden exponencial. Para cada una, analizar si existe su transformada de
Laplace y en caso afirmativo, dar su abscisa de convergencia.



ANALISIS MATEMATICO III - 2C 2021

Resolucion esquemadtica del integrador 19-03-2021 (1* fecha)

sen(x)
 x(x+1)(x% +1)

EJERCICIO 1) Calcular el valor principal de J- dx . Decidir si la integral

impropia es convergente.

Resolucion: Primero veamos donde estan las “impropiedades”. La funcion #:R——>R

tal que A(x) = iel;l—(x)l) si x#0 y #(0) =1 es continua y absolutamente integrable en
x(x* +
toda la recta, pues |h(x)| < =-1.
Elijamos un » > 0 y separemos los problemas:
+0 —1-r —1+r
.[ sen(xz _ J- h(x)d _ J- h(x) - .[ h(x) dr+ J- h(x) hx) 4 (1.1)
2 ox(x+1)(x +1) x+1 <ox+l gox+l dox+l

Ahora estudiemos cada término por separado, dejando el segundo para el final (es el mas
delicado).

1
|x+1|

(a) jde: para cada x<—-l—-rtenemos x+1<—r .. |x+1|2r Sl y
ox+l r

LIE] e iCo

entonces el integrando verifica
x+1 roor(x*+1)

. Por lo tanto, la integral

=l-r

j 7(x) dx converge absolutamente.

< ox+1

1
(b) j dx para cada x> —1+rtenemos x+1>r .. | | < — y entonces tenemos
—l+r X+
h
la misma acotacion anterior: el integrando verifica | (x )| | (x)| : . Por lo tanto,
x+1 roor(x*+1)
la integral j de converge absolutamente.
—1+r X+
—l+r de/tmcmn =ltr
(c) J. h(x) dx = sLim,, J. h(x )dx+gLﬂzo+ j 7(x) ——=dx. Mediante el cambio de
x+1 x+1 x+1

—1-r —1-r -l+¢

variables ¢ = x+1:



o h h h(t -1
j% I(t jg(t)dz jx(ﬁd I(t ) g jg(t)dz

=1-r -r ~l+¢

donde la funcion g(#)=h(#-1) es analitica en toda la recta real. En particular, admite el
desarrollo en serie g(t)=g(0)+ g'(0)t+; g"(0)t* +.... absoluta y uniformemente

convergente en el intervalo [-1—r,—1+r]. Por lo tanto para todo # no nulo en dicho
intervalo podemos escribir

g()

+g'(0)+5,2"(0) +..

50 _50 s

t

Donde go es continua (mds aln: analitica) en el intervalo [-1—7,—1+ r]. Entonces

[ g, Ig(t) dt= ¢(0) I_+jgo(t)dt _g(onn( j jgo(r)dr (1.2) (@)

x+1

—1-r

—1+rh(x) g(t)
Y jmd f dt = g(O)J—+ f go(Ddt = g(O)ln(j jgo(t)dt (1.2)(b)

-l+¢

sen(l)

Puesto que g(0)=h(-1)= #0 y que por ser go continua, tenemos los limites

-5 0 r -
sLim,, [ g,()dt = j go(ndt 'y, Lim,, j g(0)dt = [ g,(1)dt, de (1.2) (@) y (b) se deduce
—-r 0

—l+r defnlcton —l+r h X
que no existe j (—i = sLim,, j dx+ Lim,, iG]
X+

=1-r ~1- r ~l+¢
integral del enunciado es divergente. Estas mismas igualdades (12)(a) y (b) permiten
comprobar la existencia del valor principal:

dx y por lo tanto la

—l+r definicién -l-¢ —1+r
vp j 7(x) dx = _Lim,, j h(x )dx—i- Lim,, 7(x) dx =
x+1 x+1 x+1

—1-r =1-r ~l+¢

=Lﬂ2( 2O)n(z)+ | go<t>dt+g(0)ln(j | go(z)dtj [go(0ds

Cdlculo del valor principal: El procedimiento ya es clasico. Se trata de elegir la funcion
compleja adecuada:



iz iz

e e

T EE ) -G

y los circuitos adecuados:

Para cada R > 1 y cada ¢ tal que 0<¢ <7, se trata del borde de la regién sombreada e

indicado con flechas en la figura, es decir:

[R.e 7Cg ‘IR,s

CR,E:{xe&R:—RSxS—l—g}u{—1+gem:0S0£7z}u{xe‘ﬁ:—l+eﬁx£—e}u

7C'£ KR,s FR

u{eem:Oﬁﬁéﬁ}u{xe‘ﬁ:eéxﬁR}U{Re’ﬂ:OSHSﬁ}

Por el teorema de los residuos, para todo R > 1y todo & €(0,7):

-1

e T T .
02 ecirn 2e0 D (12)

§f(2)dz = 27iRES(f i) = 27

(es un polo simple y el residuo se calcula muy facilmente). Como siempre en estos casos
la idea es tomar limite en el primer miembro cuando R——>+w0 y £6——>0+,

aprovechando que el ultimo miembro no depende de R ni de &. Veamos qué ocurre en
cada segmento regular del circuito:

~l-&

() [f(dz+ [f(dz+ [f(2)dz= [ f(x)dx+ j S (x)dx + T f(x)dx =

—l+e &



e dx

e I Jade=w I G D

T cos(x)dx . T sen(x)dx
e S R TS )

—00

No hemos demostrado la existencia del valor principal de la parte real de esta integral,
pero vamos a ver como se deduce directamente del calculo que sigue.

l[ 1+5[cos(0)+isen(0)]]l-gei0d9 [ 1+.s[cos(9)+lven(9)]]d0

S+ ae)ee -1+ ey +1] _ll( 1+ 8 [(—1+ &%) +1]

@) j f(z)dz =~ j

(este paso debe justificarse y puede hacerse observando que el integrando admite un desarrollo uniformemente convergente en serie

de potencias de & en torno de 0) ———5~ —l.[ d@ = 2— do = 172-26 = %[sen(]) +icos(1)]
e
71' eia[cos(0)+isen(9)]igei9d€ T 1.5 cos(9)+lven(9)]d9
3) [f()dz =~ = —if*

) e (1+ e )[(ge”)? +1] (1+ &')[(g?)* +1]

-C, 0

(este paso debe justificarse y puede hacerse observando que el integrando admite un desarrollo uniformemente convergente en serie

de potencias de & entornode 0) —————>— J-dg =—ir

>0+

iR[cos(H)Jrisen(9)]Z-Re[€d9 4 —Rsen(g) iR cos(H)dH
=1
RE“[R "’+1][(Re"’) +1] IRe’9+l][R2 2041’

0

por lo tanto

@ [fd=]

0

T —Rven(g)eiRsen(H)dg n

e
F{ f(2)adz = ! [R & +1[R%™ +1] ! [Re” +1[R%e™ +1  g[Re” +1[R%™ +1]

—Rsen(g) iRsen(H)‘de T e—Rsen(H) de

Mediante acotaciones habituales y el Lema de Jordan se prueba entonces que
[ f(z)dz—=—0.

l—‘R
En definitiva,

1+

7 RLim  Lim,, ff(z)dz =

CRe

T . .
D) + E[sen(l) +icos()]—ix

_, T cos(dx . T sen(x)dx
 x(x+1)(x? +1)

Igualando partes reales e imaginarias de ambos miembros:



cos(x)dx 7 son )
x(x+D(x*+1) 2

W)~ 2=
sen(x)czlx +Zcos(l) -
x(x+ ) +1) 2

®)~%=wT

—00

sen(x)czlx =r— Zcos(l) -
x(x+1)(x"+1) 2 2e

Por lo tanto, vp .[

—00

Bonus: Si usted revisa cuidadosamente los pasos anteriores, puede rastrear la prueba de
la existencia del valor principal del segundo miembro de (A), igualdad que permite

+00
calcular facilmente su valor: vp .[

—00

cos(x)czix = —zsen(l) .
x(x+1)(x"+1) 2 2e

EJERCICIO 2. Determinar el mayor dominio abierto D de convergencia de la serie

Zl(l_’_zj . Explicar por qué f(z)zzl(l+zj es holomorfa en D y dar una
n=11

n=ll’l l_Z l—Z

expresion de f(z) paratodo ze D .

., 1+z
Resolucion: La homografia zr—> w=
-z

H= {z eC:Re(z)< 0} en el disco D(0;1) = {w eC: |w| < 1} y el radio de convergencia de

transforma el semiplano abierto

0

la serie Z—W” es 1, como puede comprobarse muy facilmente mediante el criterio del
—n
n=1

. .. . o]
cociente. Por lo tanto, el mayor dominio abierto donde converge la serie E —w'"es el
= n
n=1

disco D(0;1), pues la serie converge condicionalmente en algunos puntos del borde de
este disco (por ejemplo en w =1i) y diverge en todos los puntos del exterior de dicho disco.

Por lo tanto, la funcién g(w) = zlw” es analitica (y por lo tanto holomorfa) en el disco

n=1

D(0;1), lo que significa que el mayor dominio abierto de convergencia de la serie

zl(i + Zj es, efectivamente, el semiplano /H = {z eC:Re(z) < 0}_ Para encontrar
n=1 1 —Z

una expresion de f en este semiplano observemos que para todo we D(0;1)se verifica

que g W=D w ' =l+w+w' +..= % Por lo tanto, g es una primitiva de 1
n=1 -w -w

definida en el disco D(0;1), por ejemplo: g(w) =—-Log(l —w), donde Log es el logaritmo

+z

. 1
principal.  Entonces, para todo ze H es w=

f(Z)zg(lJij:—Log(l—1+Zj=—L0g( 2z j
1-z 1-z z—1

e D(0;1) y en este dominio




Observacion adicional: La funcion f, definida en principio en el semiplano H, puede
extenderse analiticamente al dominio abierto

D= @—{ze @:Im(z_lj:O,Re(Z_ljé O}Cl’ef“@—{z €C:Im(z)=0,0<Re(z) <1}
2z 2z

Es claro que f no puede extenderse analiticamente a un dominio mayor pues el Logaritmo
principal no puede extenderse analiticamente a un dominio que incluya puntos del corte
{z eC:Im(z)=0,Re(2) < 0}. Por ultimo, el dominio D no es el tnico maximo posible,
pues el logaritmo principal no es el Unico logaritmo que puede elegir para definir
g(w)=—-log(1-w): lo unico que debe cumplirse es que el dominio incluya el disco
D(0;1).

EJERCICIO 3. Plantear el problema de la distribucion de temperatura en estado
estacionario en la semifranja {(x, VeR :0<x<m,y> O} , con los lados verticales
perfectamente aislados y el lado inferior con temperatura f(x) en cada x € (0,7). ;Qué

condicion garantiza la unicidad de la solucion? Resolver dicho problema, introduciendo
las hipotesis necesarias sobre f.

Resolucion: La ecuacion de distribucion de temperaturas en estado estacionario es la
ecuacion de Laplace. Por lo tanto, el problema es:

2

. 0u ou
(0?(%)’)‘*‘?(%)’):0 s O<x<m ) y>0

(z‘i)Z—”(o,y)=a—”(7z,y>=o . y>0 G.1)
X ox
@i u(x,0)=f(x) , 0<x<rx

Existen muchas formas para resolver este problema, que no tiene solucién Unica, pero si
una unica acotada. Buscaremos, entonces, esta solucion acotada considerando que para

cualquier entero positivo z la funcion u,(x,y) =e "’ cos(nx) es solucion de (i) y (i7), que

son condiciones lineales (combinacion lineal de soluciones de (i) y (i) también es
solucién). Podemos aplicar entonces el principio de superposicion, con lo cual los

coeficientes de u(x,y)= ZCne‘"y cos(nx) quedan determinados por la condicion (iii):
n=0

u(x,0) = ch cos(nx) = f(x). Si fes seccionalmente continua en el intervalo [0,7], su
n=0



. g ~ . . . a -
extension 2z-periodica par f : R——> R admite la serie de Fourier —2 + Zan cos(nx),
n=1

donde

a, = 1 ]if(t)cos(nt)dt = Ejf(x)dx = 3} F(t)cos(nt)dt
T, % %

Para «estimular» la convergencia de la serie podemos pedir — por ejemplo — que f sea
seccionalmente C! (o C%, ya que estamos) y entonces la solucion que obtenemos es

u(x,y) = % + Zane*”y cos(nx) , a,= %J-f(t) cos(nt)dt
n=l 0

. a
Es decir: ¢, = ?O y cn = apparatodo n>1.

EJERCICIO 4. Resolver el siguiente problema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales:

. 0u ou
()30 ="H(xN)=0 , 0<x<4oo . (>0

@) u(0,6)=0 , t>0
(i) u(x,0)=t,,(x) , 0<x<+oo0

Resolucion: También en este caso hay varias formas de resolver el problema (esto ocurre
con todos los problemas matematicos...). Vamos a elegir una forma que se adapte a lo
que aprendimos en el curso, que es considerar la extension impar de u respecto de x a toda
la recta real, es decir:

(x.0) u(x,t) si x=20 , t=20
v(x,t) =
—u(-x,t) si x<0 , t=0

Obsérvese la consistencia de la definicion en x = 0, pues u(0,f) = 0 para todo ¢ >0.
Entonces, planteamos el problema

~ 0% ov
) —(x,t)——(x,t) =0 , —o<x<+400 , t>0
(l)axz( ) at( )

(i) v(0,0)=0 , >0

(ii1 ) v(x,0) = —t () +HE(x) . —o<x <40




donde el segundo miembro de (ii7 ) es la extension impar del segundo miembro de (iii).

Ahora asumimos que v (y por lo tanto u) es lo suficientemente suave en su dominio como
para permitir las siguientes operaciones:

+00

\,}(a)y y) = J’V(x, t)eiiwxdx 5 V(x, t) = % j"}(a),t)eiwxda) :

N\ PN
0%y " ov _ 0.
(@](a)a t) =—w V(Cf),t) s (Ej(wat) - ot V(a)at) )

Aplicando la transformacion de Fourier a la ecuacion (i) extendida en forma impar
respecto de x:

— 0"V w,t) - %ﬁ(a),t) =0 < vwt)= A(a))e""z’
donde A esuna funcién a determinar por la condicion inicial:
H@,0) = A(®) = h(o)

donde /(x) =~1_, (x)+1,,(x). Endefinitiva tenemos que W(@,?) = };(a))e“"zt y por lo

tanto
v(x,0) = = j hw)e ™ " dw

Ahora, para volver a nuestra funcion original, recordemos que por ser 4 impar (ademas
de absolutamente integrable), su transformada de Fourier

=0

I;(a)) = Th(x) cos(wx)dx + iT h(x)sen(wx)dx = 21'Th(x)sen(a)x)dx =

T 0 0#0 _
=21 [ (b (V)sen(@x)dx = 21 sen(wx)d = 0; 1= C0S(®)
0

0

il_ cos(w)

Obsérvese que h(0)=0, valor que coincide con Lim 2 , es decir: h es

continua en 0. Ademas, obsérvese que 4 es impar. Entonces, para todo x > 0:

u(xt) = v(x.0) = j hw)e ™ " "de =
27 2



- j h(@)e ™" cos(ax)dm+ —— j h(w)e™ " sen(wx)da =
2r Y 2r 7

(la primera integral se anula por ser impar su integrando; el integrando de la segunda es par)
. +oo . +o0
ifr & i t,.1-cos(w) _,
=— jh(a))e “'sen(wx)dw = — J-2z—()e “'sen(wx)dw
T 0 T 0 @

Es decir:

COS(60) Lo

u(x,t) == j sen(@x)dw 4.1)

Obsérvese que, efectivamente se verifica la condicion u(0,¢) =0 paratodo #>0.

Observacion 1: El factor exponencial en el integrando colabora estupendamente con la
convergencia de la integral (4.1) siempre y cuando ¢ > 0. Para ¢ = 0, esto no ocurre y la
convergencia es condicional.

Observacion 2: En esta resolucion no hemos mencionado la transformacion de Fourier-
seno (no es necesaria) pero desde luego que puede utilizarse, y si la conoce puede
reconocerla en la formula final:

u(x,t) = %T[Tf(l)sen(a)l)dxlje_”’ztsen(a) x)dw

0

También se puede utilizar la transformacion de Laplace, pero el problema es que no hay
una formula de inversion tan bonita.

EJERCICIO 5: Estudiar si las funciones f:(0,+0)——>R y g:(0,+0)——> R tales

que f(x)= sen(e)‘z) y g(x)= xexzsen(exz) para todo x > 0 son de orden exponencial.

Para cada una, analizar si existe su transformada de Laplace y en caso afirmativo, das su
abscisa de convergencia.

Resolucion: Que f es de orden exponencial es obvio, pues para todo x > 0 es
| f (x)| <1=1.e". Ahora, respecto de g, Si existieran constantes reales M y a tales que

ODC*XZ

ax r x e
| g(x)| < Me* para todo x > 0, entonces tendriamos ‘sen(e ’ )‘ < ——— para todo x > 0.
X

Pero esto implica que xLﬂwsen(e"z):O: absurdo (por ejemplo, para
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X, = /ln(WJ, con n entero positivo, es ‘sen(ex'f )‘ =1. Por lo tanto, g no es de

orden exponencial. Por definicion, su transformada de Laplace esta definida para los
© b

complejos s para los cuales la integral G(s)= I g(x)e*‘”‘dx:blﬂmj‘ g(x)edx es
0 0

convergente. Veamos:

b b b
2 2 1 d 2
x)e “dx = | xe* sen(e” e ¥ dx = ——|[—cos(e" )]e dx =
R T
1 ”[ d . .
=——|| —[cos(e’ )e ]+ scos(e’ )e ”ja’x =
2'([ dx

= —lj)-i[cos(e)‘Z e ldx — lsjicos(e”2 Je Vdx =
2y dx 29
b

= —%[cos(eb2 Ye " —1]- %SJ. COS(ex2 )e Vdx (5.1)

0

Ahora bien, la funciéon w(x) = cos(ex2 )H (x) es obviamente una funcidn objeto y verifica

la acotacion |w(x)|£1=l.e°" y no existen otras constantes M y a < 0 tales que

|w(x)| < Me* paratodo x>0 :sia<0,entonces Lim,  Me™ =0.Por lo tanto w tiene su

© b
transformada de Laplace W (s)= I cos(exz)e*”dx = bl,ﬂmj‘cos(e)‘2 )e “dx con abscisa
0 0

b
de convergencia 0. Entonces, de (5.1) deducimos que existe el limite bLﬂmj g(x)edx
0

sii Re(s) >0, pues en ese caso bLimme”” =0 y obtenemos
© b 1 s
G(s)=|g(x)e"dx =, Lim x)e Vdx=———=W(s
() {g() b_mlg() S5

con abscisa de convergencia 0. Finalmente, la abscisa de convergencia de F' es la misma
que la de W, por las mismas razones expuestas previamente para probar que la abscisa de
convergencia de Wes 0.




